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1. OBJETIVOS DO CAPITULO 1

Apresentar conceitos basicos sobre variaveis
aleatorias.

Definir funcoes de probabilidade e funcoes
densidade de probabilidade.

Definir independéncia entre variaveis aleatorias.

Apresentar medidas de posicao e¢ medidas de
dispersao de variaveis aleatorias.



2. CONCEITOS BASICOS SOBRE VARIAVEIS ALEATORIAS

2.1. VARIAVEL: Chama-se de varidvel ao atributo
(caracteristica) estudado, sujeito a variagao. Podem ser
qualitativas ou quantitativas, discretas ou continuas,

fixas ou aleatorias.

2.2. VARIAVEL ALEATORIA (va): E toda e qualquer
variavel associada a uma probabilidade, i1sto €, seus
valores estao relacionados a um experimento aleatorio.



Exemplo de uma variavel aleatoria:

Suponha-se que atiremos duas moedas e
consideremos o espaco associado a este experimento,

isto é,

S ={CC, CK, KC, KK}

A variavel aleatoria X pode ser definida como: O

numero de caras (C) obtidas nas duas moedas. Entao,
X(CO)=2; X(CK) = X(KC) =1 e X(KK)=0.Note que a

cada valor de X esta associado uma probabilidade.



2.3. VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA (vad): Seja X
uma variavel aleatoria (v.a.). Se o numero de valores
possivels de X for finito ou infinito numeravel,
denominaremos X de variavel aleatoria discreta. Em
outras palavras, os valores possiveis de X podem ser
postos em uma lista como x,, x,, ..., x,. Em geral, a

vad ¢ obtida por alguma forma de contagem.

Exemplos:

- Numero de arvores,

- Numero de maquinas,

- Numero de pessoas.



2.3.1. FUNCAO DE PROBABILIDADE: Chama-se de

funcdo de probabilidade (fp) da variavel aleatoria
discreta X, a funcao P(X = x,) = P(x) = P,, que a cada
valor de x;, associa sua probabilidade de ocorréncia.

A funcado P(x,) sera uma funcdo de probabilidade

se atender as seguintes exigencias:
a) P(x,) =20, para todo x;

b) X P(x;) =1

A colecdo de pares [x;, P(x)], i = 1, 2, ... , n,
denominaremos distribuicao de probabilidade da vad X,
que pode ser representada por tabelas e graficos.



2.3.2. VARIAVEL ALEATORIA DISCRETA UNIFORMENTE
DISTRIBUIDA: Este € o caso mais simples de vad, em que
cada possivel valor ocorre com a mesma probabilidade.

Definicao: A vad X, assumindo os valores x;, x,, ... , X

n?o

tem distribuicao uniforme se, € somente se,

P(X=x)=P(x) =P,=1/n,paratodoi =1, 2,..., n



Exemplo: Seja o lancamento de um dado nao viciado.

O espaco amostral é: S = {1, 2,3, 4, 5, 6}. Cada ponto
de $ tem probabilidade de ocorrer igual a 1/6.

X, 1 2 3 4 5 6

l

P(x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

P(x)

1/6 V---¢-----f----q4-----[---------- -




2.4. VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA(vac): Seja X
uma variavel aleatoria (v.a.). Se X puder assumir todo
¢ qualquer valor em algum intervalo a <x < b, em que
a ¢ b podem ser, respectivamente, - o ¢ + oo, entdo X €
uma vac. Assim, uma va X ¢ continua quando
assoclada a um espaco amostral 1nfinito nao

enumeravel.

Exemplos:

- Volume de arvores,
- Area basal,

- Biomassa.



2.4.1. FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE: A
funcao aqui denotada por f(x), definida para a < x < b,

sera chamada fdp se satisfizer as seguintes condigoes:
a) f(x) 20, para todo x € [a, b]

b) f,, f(x)dx = 1

Observacoes:

i) Parac < d, Plc<X<d)= [ f(x)dx



1) Para um valor fixo de X, por exemplo, X = x,, temos que:
PX=x,)= f;oof(x)dx =0

Sendo assim, as probabilidades abaixo sdo todas iguais, se

X € uma vac:

Plc<X<d)=Plc<X<d)=Plc<X<d)=Plc<X<d)

i) A fun¢do densidade de probabilidade f{x), ndo representa
probabilidade. Somente quando a fun¢ao for integrada entre dois
limites, ela produzird uma probabilidade, que serda a area sob a

curva da funcao entre os valores considerados.

IV) Se o conjunto de valores de X ndo estiver contido no intervalo

[a, b], entao para x € [a, b/, tem f(x) 1gual a zero.



2.4.2. VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA UNIFORMEMENTE
DISTRIBUIDA: Este € 0 caso mais simples de vac.

Definicdo: A vac X tem distribuicio uniforme no

intervalo /a, b/, sendo a ¢ b finitos, se a sua funcao
densidade de probabilidade ¢ dada por:

1
TOEREa

0, para outros valores de x

paraa <x<b



GRAFICO DA fdp DE UMA vac UNIFORMEMENTE
DISTRIBUIDA

Jx)




Exercicio: Seja uma variavel aleatoria continua

definida pela seguinte fdp:

(0, para x < (
Jkx, para 0 < x < 2
0, para x > 2

a) Calcular o valor de k
b) Tracar o grafico da fdp
c) Calcular P(X< 1)






b) fdp == fx) = 1/2x




¢) Calcular P(X < 1)

[ 2=
—Xxdx
0 2

2
2

N | =

P(X<1)=

N | =

N

ENJJES.



2.5. FUNCAO DE DISTRIBUICAO ACUMULADA

Definicdo: Dada a va X , chamaremos de funcao de

distribuicao acumulada ou, simplesmente, funcdo de
distribuicao F(x) a funcao F(x) = P(X < x).

Propriedades de F(X):

i) 0 £F(x)<1

i) Se x; < x,, entdo F(x;) < F(x,), 1sto ¢, F(x) € ndo
decrescente.



F(x) para X vad.

Para X uma vad, temos que:
F(x)=P(X< x) =) P(x;), parax;, < x

Exemplo: Seja X uma vad com a seguinte distribuicao de
probabilidade:

X, -2 -1 2 4  Total
Px) M4 U8 12 18 1,00

a) Tragar o grafico da distribuigdo de probabilidade de X.
b) Obter a F(x) e tracar o seu grafico.



a) fjp = Py(X=Xx,) = P(s; € $: X(s) =x))

0,6
0,5 1

0,4 -

P(x)

0,3 -

0,2 -

0,1 -




b)

F(x) =<

\

se —co<x < -2

1
Zse—ZSx<—1

3
gse—1Sx<2

éseZSx<4

lse2<x<o



1,00

0,90

0,80

0,70



F(x) para X vac:

Para X uma vac, temos que:
F(x)=P(X< x)=Plo<X<x) = [ f(x)dx,
Temos ainda que,

Ple<X< d) =F(d) - F(c) = [ f(x)dx

A partir do apresentado, € facil deduzir que

dF (x)
dx

flx) =



Exemplo: Seja X uma vac com a seguinte fdp:

(1
X para ) < x < 2

=<1
[ <g(x—l), para2 <x <4

. 0, parax < 0ex > 4
Pede-se:
a) Tracar o grafico da fdp.

b) Obter F(x) e tracar o seu grafico.
c) Calcular P(1 <X < 3)



Grafico da funcao densidade de probabilidade (fdp):

0,6

0,5

0,4

f(x)

0,3

0,2

0,1



b) F(x) =P(X< x) =P(-o<X<x)=["_f(x)dx,

21 41
— — _1
jo6dx+fz6(x )dx

6
f;%(x—l)dx =%U24xdx—L4dx]

Wil N
|
p—

f21d +j41( Dx =~ +
gt gl X =3



F(x) =

Funcao acumulada F(x) para X vac:

1
3

Ose —o0<x <0

1
gxse 0<x<?2

—%[x;—x] se2<x<4

1sed < x <o



FX)

09

Grafico da funcao acumulada F(x) para X vac:

08

0.7

06

04

03

02

0.1




¢) Calcular P(1 < X < 3)

2 3
1
P(1SXS3)=J —dx+f g(x—l)dx
2

. 6
21d 1,01 1
flg X—g[xh—g[Z—l]—g
3 o] 2 L) 1
fzg(x—l)x—g[7]2—[x]z =

21

3

1

P(1SXS3)=[ —dx+f —(x —1)dx =
1 6 2 6

1+1
6 4

12



2.6. VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS

Ocorre quando para um determinado experimento,
cada resultado € proveniente da avaliacdo simultanea de dois

caracteres, por exemplo, o diametro ¢ a altura de uma arvore.

Definicdo: Seja £ um experimento € S um espago amostral

associado a E. Sejam X = X(s) e Y = Y(s), duas fung¢des, cada
uma associando um numero real a cada resultado s € S.

Denominaremos (X, Y) uma variavel aleatoria bidimensional.



A variavel aleatoria (X, Y) pode ser:

a) X e Y discretos,
b) X e Y continuos,
¢) X discreto e Y continuo ou

d) Y discreto e X continuo.

No caso desta disciplina, consideraremos as situagoes
a e b. E valido mencionar que ha situagdes em que X e ¥ ndo
estdo necessariamente ligados a um mesmo experimento,
mas existe uma razao bem definida para considera-los

conjuntamente.



2.77. DISTRIBUICAO CONJUNTA DE DUAS
VARIAVEIS ALEATORAIS

(X, Y) é vad bidimensional:

(X, Y) sera uma vad bidimensional se os
valores possiveis de X e Y forem finitos ou
infinitos enumeraveis, 1sto ¢, se o0s valores
possiveis de (X, Y) podem ser representados por:

(x;,y) parai=1,2,..,r e j=1,2 ..,s5.



Funcao de probabilidade conjunta de X e Y:

Chama-se de funcao de probabilidade conjunta da
vad bidimensional (X Y), a func¢ao
PX=x;,Y=y)=P(x;,y) = P,;;, que a cada valor de
(x; , y;), associa sua probabilidade de ocorréncia. A
fungdo P(x; , y;) sera uma funcdo de probabilidade
conjunta se atender as seguintes exigéncias:

a) P(x;,y) =0, paratodo par (x;,y,)

b ZZP(xi»yf) =1



Distribuicao de probabilidade conjunta

E o conjunto x5, ), Plx;, )} parai =1,2,...,r ¢

j=1,2,..,s
N Vi v, v | Px=x)
Xq P(x;,y) P,y P(x;, y) | P(X=x)
X P(x;,y) P(x;,¥,) P(x,, y) | P(X=x)
x, | P(x.,y) Px,., ) P(x,, y) | P(X=x,)
PY=y) | P(Y=y) P(Y=y,) P(Y=y,) 1,00




Distribuicoes marginais

Dada a distribuicdo conjunta de duas variaveis
aleatorias X e Y, pode-se determinar a distribuicao de X
sem considerar ¥ ¢ a de Y sem considerar X. Essas
distribui¢coes sao chamadas de marginais.

A distribuigao marginal € constituida pelos valores
da variavel aleatoria e suas respectivas probabilidades
marginais. A probabilidade marginal para cada valor ¢
obtida da seguinte forma:

Para X: P(X =x,) = P(x,) =zp(xi»3’j)
j=1

Para YV: P(Y=y,) = P(y;) :ZP(xi,yj)
i=1



Com as probabilidades marginais para cada valor,

pode-se construir a distribuigao marginal para a variavel

aleatoria.
Para X
X; X, X, et X, Total
Pix) Pkx) Plx) . Px) 1,00
Para Y
Vi Vi V> . Y, Total

Py Py,) P@, .. Py) 1,00



Distribuicoes condicionais

P(A N B)
P(4)

Sabe-se que P(B/A) = P(A) >0

Seja x, um valor de X tal que P(X =x, ) = P(x;) > 0
A probabilidade

P(X =x,Y =yj)
P(X = Xl')

P(Y=y,/X=x)=

¢ denominada probabilidade condicional de ¥ = y,, dado
que X = Xx..



Para x; fixado, os pares [y, P(Y = y,/ X = x))]
definem a distribui¢do condicional de ¥, dado que X = x..

Y 7 2 e Y, Total

P(Y=y;/X=x) P(Y=y,/X=x) P(Y=y,/X=x) ' PY=y/X=x) 1,00

Analogamente para X:
P(X =x,Y =y)
P(Y =y;)

PX=x;/Y=y)=

X; X, X, X Total

l r

P(X=x,/Y=y) P(XX=x;/Y=y) PX=x,/Y=y) = PX=x/Y=y) 1,00



(X, Y) é vac bidimensional:

(X, Y) sera uma vac bidimensional se X ¢ Y
puderem assumir todos os valores em algum
conjunto ndao enumeravel.

funcao densidade de probabilidade conjunta

Seja (X, Y) uma vac bidimensional. Dizemos
que f(x,y) ¢ uma funcao densidade de
probabilidade conjunta de X e Y, se satisfizer as
seguintes condigoes:



a) f(x,y)=0, para todo (x,y)

b) f_o:o J_ O:of (x,y)dxdy = 1

f(x, y) = 0 para todo (x, y) ¢ aos intervalos de x ¢
.
Temos ainda que:

d b
P(aSXSb,CSYSd)=f ff(x,y)dxdy



Distribuicoes marginais

As fdp s marginais de X e Y sdo dadas por:

g(x) = f_ f(x,y)dy h(y) = foof(x, y)dx

Temos ainda que:

b d
P(a §X§b)=f g(x)dx P(c<Y<d) =f h(y)dy



Distribuicoes condicionais

Sejam X e Y vac com fdp conjunta f(x, y) e
fdp marginais dadas por g(x) ¢ h(y). A fdp
condicional de X, dado que Y =y ¢ definida por:

f(*/y) = f}(j(cy))}) : h(y) >0

Analogamente, a fdp condicional de Y, dado
que X = x € definida por:

=122 gwso



As fdp s condicionais anteriores satisfazem a
todas as condi¢Oes 1mpostas para uma fdp

unidimensional.

Deste modo, para y fixado, teremos:

a) f(x/y) =20

_h®) _
f fly)dx =325 =1

*fx y)
—o h(y) " ()

B) [ oy



Variaveis aleatorias independentes

(X, Y) é vad bidimensional:

Seja (X, Y) vad bidimensional. Dizemos que
X e Y sao independentes se, ¢ somente se, para
todo par de valores (x;, y;) de X e ¥, tem-se:

PX=x;, Y:y]‘) :P(X:xi)*P(Y:yj)

Basta que esta condicao nao se verifique
para um par (x; , y;) para que X ¢ Y nao sejam
independentes. Neste caso diremos que X € Y sao
dependentes.



Pode-se dizer ainda que, sendo (X, Y)
uma vad bidimensional, neste caso, X e Y

serao independentes se, € somente se,

PX=x;/Y=y,)=P(X=x;)paratodoie]
ou equivalente se, € somente se:

P(Y=y /X=x)=P(Y=y; )paratodoiej



Variaveis aleatorias independentes

(X, Y) é vac bidimensional:

Seja (X, Y) vac bidimensional. Dizemos que
X e Y sdo independentes se, € somente se,

f(x, y) = g(x)*h(y) para todo x e todo y

Seja ainda (X, Y) vac bidimensional. Neste
caso X e Y serdo independentes se, € somente se:

J(x/y) =gx) ou f(y/x)=h(y)



Exemplo 1: Dada a distribuicdo de probabilidade

conjunta de (X, Y) na tabela abaixo:
X~ 0 1 2
0 0,10 0,20 0,20
0,04 0,08 0,08
2 0,06 0,12 0,12
1,00
Pede-se:

a) Distribuicdo marginal de X, Y, X + Y, XY.
b) X e Y sao independentes?

c) As distribui¢coes condicionais de X dado que Y
= (e Ydado que X = 1.



d PX>1 Y<I).
e) PIX<1/Y=0).

Solucao:
a)
X
P(x)
X

Marginal de X

0 1 2 Total
0,50 0,20 0,30 1,00

Marginal de Y

0 1 2 Total
0,20 0,40 0,40 1,00



Marginal de X + Y
X+Y=0 — P0,0)=010 wmp PX+Y=0)=0,10

X+Y=1 — P0,1)=0,20

PX+Y=1)=0,24
P, 0)=004 7 )=9,

X+Y=2 — P0,2)=0,20
P2,0)=0,06 = PX+Y=2)=0,34
P(1,1) = 0,08

X+Y=3 —» P1,2)=0,08 m) PX+Y=3)=0,20
P2,1)=0,12

X+¥Y=4 - P2,2)=0,12 =% PX+Y=4)=0,12

X;tY, 0 1 2 3 4 Total
P(x; +y, 0,10 0,24 0,34 0,20 0,12 1,00



Marginal de XY

XY=0 — P(O, 0) = 0,10
P00, 1)=0,20

P0,2)=020 == P(XY=0)=0,60
rqa, 0)=0,04
P(2, 0) = 0,06
XY=1 — P1,1)=0,08 m) PXY=1)=0,08
XY=2 — P({,2)=0,08
’ ’ PXY=2)=0.2
re.n=012 " X ) = 0,20
XY=4 > P2,2)=0,12 =5 PXY=4)=0,12
X;Y; 0 1 2 4 Total
Pecy) 060 008 020 012 1,00



b) X e Y sdao independentes?

X~ 0 1 2 P(X =x)
0 0,10 0,20 0,20 0,50
1 0,04 0,08 0,08 0,20
2 0,06 0,12 0,12 0,30
P(Y=y)| 020 040 040 | 100
Uma vez as marginais reproduzem

exatamente a funcdo conjunta, X e Y sao variaveis

aleatorias independentes.



¢) As distribui¢coes condicionais de X dadoque Y =0 ¢

Y dado que X = 1

P(X=x,Y=y;)

PX=x/Y=y)=

P(Y = y;)
X; 0 1 2
P(X=x,/Y=0) 0,50 0,20 0,30

P(X =x,Y =y;)

PY=y,/X=x)=
r=y x,) P(X = x;)

Y 0 1 2

P(Y=y/X=1) 0,20 0,40 0,40

Total
1,00

Total
1,00



d) P(X >1, Y <1)= 0,04+ 0,08 + 0,06 + 0,12 = 0,30

e) PX<1/Y=0)=0,50+ 0,20 = 0,70



Exemplo 2: Sejam X e Y vac com fdp conjunta dada

por:
{k(2x+y), 2<x<6e0<y<5
0, para outros valores de x e y
Pede-se:

a) O valor de k.

b) P(X<3,2<Y<4)

c) P(Y<2)

d) P(X>4)

e) X e Y sao independentes? Justifique.

D Jxy) e fx/Y=1)



Solucao:

a) Achar o valor de £:

f6J5k(2x+y)dxdy =1

2 Jo

k-j5<216xdx+f6ydx>dy] =1
/o 2 2

k fos (2 [xZ_ZE +y[x]g> dy: =1

5
kU 32+4ydy]=1
0




5 5
k[BZJ dy+4jydy]=1
0 0

_ S
k|32[v]3 +4[7] =1
| 0.

25
k [32(5 —0) + 4<7>] =1

k[160+ 50] = 1

1

k=570



b) P(X <3, 2<Y<4)

P(X <3, 2<Y<4)—f J —(2x+y)dxdy—

210
1 |4 x21° _
- . 3

510 L (2[2L+y[x]z>dy

15| 5+ -



1 y? *
— 7 R
510 5lyl; + [ 5 L

- 5(4 —2) + 16_4 - ——[10 + 6]
210 2 2 210

16
PIX<3,2<Y<4)=——= 767
(X<3,2<Y<4) 210 0,07679



¢) P(Y <2)

P(Y<2)—j f m(2x+y)dxdy—

1 Y 2710 |
— 2 |—= °1d
570 L( [ZL+y[x]z> y_

=

210“ 32+4ydy]



2
m 32] dy+4j0ydy]

_ 2
1 2 y]
210_ 2 0

210[32(4 2)+4(:)] 210[6“8]

72
P(Y <2) = =0,34286



d) P(X > 4)

210

1 [ -6 y2 5
210 _L <2x[y](5) + [7]()) dx
210“ 10x+—dx]

P(X>4)—j J —(2x+y)dxdy—




m 10] xdx+—j dx]

I P x26+25[] -
210 2[, 2 Yl

25
75 |5(36—16) + = (6 - 4)] 210[100+25]

125
P(X>4) = =0,59328



e) X e Y sao v.a. Independentes? Justifique.

Seja (X, Y) vac bidimensional. Dizemos que X ¢ Y sdo

independentes se, € somente se,

f(x, v) = g(x)*h(y) para todo x e todo y

> 1
900 = | 575@x +)dy =
0

210
: 2[]5+y25_— P
210 | <o 2| | 210 AT
4x + 5
gx) =

84



6 1
h(y) = j —(2x +y)dx =

210
1 [ [x?]°
—|2|= 32+ 4
210 2]2+y[x] =710 02t
16 + 2y
h(v) =
) =05

4x+5)(16+2y) ~ 32x+5y+4xy+40

J,9) 8(x)*h(y)

portanto, X € ¥ nao sao v.a. Independentes.



(4x +5 e <
g(x)=4{"84 =3
0, para outros valores de x
(16 + 2y 0 <<t
h(y) ={ 105 =3
0, para outros valores de y

Obs: As fung¢odes g(x) € h(y) podem ser empregadas para
se calcular probabilidades relativas apenas a X ou a Y,
respectivamente (letras d e ¢ do exercicio 2).



Dfxy) e fx/Y=1)

fx,y)
X/ ) — , h(y) >0
f( /Y) h(y) »)
2x +y
f(x/ ) _ 210 _ 210x + 105y
y 16 + 2y 3360+ 420y
105

(x ) = 210x +105%1  210x + 105
fCly =1) = 3360+ 4201 3360+ 420




3. MEDIDAS DE POSICAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

3.1. ESPERANCA MATEMATICA, VALOR ESPERADO OU
MEDIA DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

Parametro ¢ uma medida utilizada para
descrever uma caracteristica de uma populacao e
caracteriza a distribuicao de probabilidade de uma
variavel aleatoria.

Sob o ponto de vista cientifico, a esperanca
matematica corresponde ao que se espera que aconteca

em media.



3.1.1. Caso em que X é uma vad

Seja X uma vad com a seguinte distribuicao de

probabilidade:
X; X, X, e X, Total
P(x;) P(x)) P(x)) o P(x,) 1,00

Define-se a esperanca matematica como:

n

GO = ) xiP(x)

=1



Exemplo: Considere o evento de lancamento de um

dado. Neste caso, teremos a seguinte distribuicao de

probabilidades:

X; 1 2 3 4 S 6 Total

[/

P(x;) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1,00

Neste caso, a esperanca matematica sera:

E(X) = 1*1/6 + 2*1/6 + 3*1/6 + 4*1/6 + 5*1/6 + 6*1/6
E(X) =3,5



3.1.2. Caso em que X é uma vac

A esperanca matematica de uma vac X ¢ definida

por:

E(x) = fooxf(x)dx

Exemplo: Uma vac X apresenta a seguinte fdp:

f(x) =+

0 para x <0

X/ para0 < x < 2

0 para x > 0



Calcular a E(X)

2 2
E(X)=j0 x;dx > E(X)=%f0 x?dx

=

1 [[x31° 118
EX) =3 H = E0=3[3-0)
i 0]

E(X) =



3.1.3. Propriedades da esperanca matematica

A seguir serao apresentadas propriedades que,
apesar de demonstradas apenas para o caso de X ser
uma vac, valem igualmente para o caso de X ser uma
vad.

P,) Se X é uma va com P(X = k) = I, entao a esperanca de
X ¢ igual a K, isto ¢, a média de uma constante ¢ a

propria constante.

Prova: E(k) = fookf(x)dx = kJoof(x)dx =k

Portanto, E(k) = k



P,) A esperanca matematica do produto de uma constante
por uma variavel ¢ igual ao produto da constante pela
esperanca matematica da variavel, ou seja, multiplicando-se

uma variavel aleatoria por uma constante, sua média fica

multiplicada por essa constante.

Prova:

E(kX) = jookxf(x)dx = kjooxf(x)dx = kE (x)

Portanto,

E(kX) = kE(X)



P;) A esperanca matematica do produto de duas variaveis

aleatorias independentes ¢ igual ao produto das esperancas

matematicas das variaveis, ou seja, a média do produto de duas

variaveis aleatorias independentes é o produto das meédias.

Prova: Qe
E(XY) =f j xyf(x,y)dxdy

Se X e Y sao va independentes, a fdp conjunta pode ser

fatorada no produto das fdp’s marginais de X e Y. Assim:

0.0) 0.0)

E(XY) = f:o f:xyg(x)h(y)dxdy = f xg(x)dx f ooyh(y)aly

E(XY) = E(X)E(Y)

Obs: E(XY) = EX)E(Y) nao implica que X e Y sejam va
independentes.



P,) A esperanca matematica da soma ou da subtracio de duas
va quaisquer ¢ igual a soma ou subtracdo das esperancas

matematicas das duas va.

Prova:

E(X +Y) = j f (x £ y)f (6, y)dxdy =

j_ o:o f_o:o xf(x,y)dxdy + f_o:o f_o:oyf (x,y)dxdy =

oo

E(X +7) = j xg(x)dx + j yh(y)dy

EX+Y)=EX)+E(Y)



P;) A esperanca matematica da soma ou da subtracio de uma va
com uma constante é igual a soma soma ou subtracio da

esperanca matematica com a constante.

Prova:

EX+K)= foo(xil()f(x)dx =

joo xf(x)dxiJOOKf(x)dx =F(X)+K

— 00

EX+K)=EX)+K



P.) A média de uma variavel centrada é zero, ou seja, a média

dos desvios dos valores da va em relacao a sua média € zero.

Obs: Dizemos que a va esta centrada na média quando todos
os valores sao expressos como desvios em relacio a respectiva

media, isto ¢, (X—p ).

E(X-p)=EX) - E(u)=pty— u,=0

E(X—,UX) =0



Em resumo, tem-se:
E(k) =k
E(kX) = KE(X)

E(XY) =E(X)E(Y) ParaXe Y independentes.
E(XtY)=EX)tE(Y)
EX+K)=EX)+K

E(X_lux) =0



3.2. Mediana de uma variavel aleatoria continua (Md)

A mediana é o valor de X que divide a
distribuicao em duas partes equiprovaveis, ou seja:

P(X<Md)=P(X>Md) =1/2

Para X uma vac, o valor de X = Md ¢é obtido por:

Md

fx)dx = % = f(x)dx
0o Md



3.3. Moda de uma variavel aleatoria (Mo)

E o valor que possui maior probabilidade no caso
discreto ou maior densidade de probabilidade no caso
continuo.

Exemplo: X é uma vac tal que:

(2x, para0 < x <1
flx) =+
kO' para outros valores de x
Calcular:
a) E(X)
b) Moda
¢) Mediana

d) Para Y=3X+8, calcule a E(Y)



Solucao
a) E(X)
00 1
(X) f_ooxf(x) X fox xdx

1 3

31 2 2
xzdx=2[—]0=§ = E(X)=§

E(X)=2j 2

0

b) Moda

Mo =1




¢) Mediana

Md 1
fx)dx = =
0 2
Md 'xZ'Md
2[ xdx = 2 |— =
0 2 10

Md = 0,707107

d) E(Y) = EGX + 8) = 3E(X) + E(8)

EY—32
(V) =33

E(Y) =10

8 =10

N | =



4. MEDIDAS DE DISPERSAO DE UMA VARIAVEL ALEATORIA

4.1. VARIANCIA
E a medida que quantifica a dispersio dos
valores em torno da meédia. A variancia de uma variavel

aleatoria X é definida por:

V(X) = 0% = E[X — E(X)]* = E[X — p,]*
Para Xvad: V(X) = Z(xi — ﬂx)zp(xi)

Para Xvac: V(X) = joo (x — )% f(x)dx



Uma {formula mais pratica para calcular a
V(X) = E(X*) — [EX)]?
Pois,
V(X) = E[X — E(X)]?
V(X) = E{X? - 2XE (X) + [E(X)]*}
V(X) = E(X?) - 2E(X)E(X) + [E(X)]?
V(X) = E(X?) — [E(X)]?

Em que:

E(X?) = Z(x,-)zP(x,-) E(X?) = f a2 f(x)dx

vad vac



4.1.1. Propriedades da variancia

Valendo tanto para X vad quanto para X vac,

tem-se:

P,) A variancia de uma constante ¢ igual a zero.

Prova:
V(k) = E[k — E(k)]?
V(k) = E[k — k]?

Vik) =0



P,) Somando-se ou subtraindo-se uma constante a uma va,

sua variancia nao se altera.
Prova:

VX+k)=E[(X+k)—EX+k)]?

VIX+k)=E[X—-EX)+ (k- k)]*
VIX+k)=E[X-EX)]*=V(X)

VIX+k)=V(X)



P;) Multiplicando-se uma va por uma constante, sua

variancia fica multiplicada pelo quadrado da constante.
Prova:

V(kX) = E[kX — E(kX)]?

V(kX) = E[kX — kE(X)]?
V(kX) = E{k[X — E(X)]}*
V(kX) = k*[X — E(X)]?

V(kX) = kK*V(X)



P,) A variancia da soma de duas va independentes ¢ igual a

soma das variancias das duas variaveis.
Prova:
VIX+Y) =E[X+Y]? - [EX +Y)]?
= E(X% +2XY +Y%) - [E(X) + E(Y)]?
= E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) —{[E(X)]* + 2E(X)E(Y) + [E(Y)]?*}
= E(X?)+2E(XY) + E(Y?) — [E(X)]* — 2E(X)E(Y) — [E(V)]?
se X e ¥ sdo independentes, E(XY) = E(X)E(Y), assim
V(X +Y)={E(X?)— [EX)]*} +{E(Y?) — [E(V)]?}
VIX+Y)=V(X)+ V()




Do mesmo modo:

V(X -Y) =V(X) + V()

Por outro lado, se X e Y nao sao independentes,
isto €, X e Y sao va quaisquer, tem-se que:

VIX+Y)=V(X)+ V() + 2cov(X,Y)

VIX-Y)=VX)+VX)—2cov(X,Y)



Em resumo, tem-se:
Vik) =0
VX £ k) =V(X)

V(kX) = kK*V(X)
VIX+Y)=V(X)+V(Y)

Caso X e Y sejam va independentes

VIX+Y)=VX)+ V() + 2cov(X,Y)
VIX-Y)=VX)+VX)—2cov(X,Y)

Caso X e Y nao sejam va independentes



4.2. Desvio padrao

O desvio padrao da variavel X ¢é a raiz quadrada

positiva da variancia de X.
o, =+ V(X)

5. Covariancia

Sejam X e Y duas variaveis aleatorias. A

covariancia denotada por Cov(X, Y) é definida por:

Cov(X,)Y) =E{(X-EX)][Y —EXY)]}



Desenvolvendo a expressio anterior, tem-se:

Cov(X,Y) = E{XY — XE(Y) — YE(X) + E(X)E(Y)}

Cov(X,Y) =EXY)—EX)E(Y) —E(Y)E(X)+ EX)E(Y)
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Em que:

Paravad: E(XY) = zzxi }’jP(xiJ’j)
A |

Paravac: EXY) = f f xyf(x,y)dxdy



Para que haja covariancia € necessario que
existam pelo menos duas variaveis aleatorias. A
covariancia nos da uma ideia da relacao de dependéncia

entre as variaveis.

Proposicoes:

P,) Cov(X, Y) = Cov(Y, X), a covariancia € simétrica.
P,) Se V(X) =0 ou V(Y) =0, entao Cov(X, Y)=10.

P,;) Cov(aX, Y) = aCov(X, Y), sendo a uma constante.
P,) Cov(aX, bY) = abCov(X, Y), sendo a e b constantes.

P.) Cov(X+Z,Y)=Cov(X, Y)+Cov(Z,Y).



6. Coeficiente de correlacao

Define-se o coeficiente de correlacao populacional

(oyy) entre as variaveis aleatorias X e Y, por:

~ Cov(X,Y)
JVX)V(Y)

O coeficiente de correlacao mede o grau de

P xy —1=pxy =1

associacao entre duas variaveis aleatorias X e Y.



Fatos:

- Se X e Y sao variaveis aleatorias independentes, entao

Cov(X, Y) =0 e consequentemente p,, = 0.

- Cov(X, Y) = 0 nao implica que X e Y sejam variaveis
aleatorias independentes, a nao ser que X e Y tenham
distribuicao normal bivariada, ou seja, X e Y nao
correlacionadas (py, = 0) nao equivale, em geral, que X

e Y sejam independentes.



Exercicio:

Sabendo-se que X e Y siao variaveis aleatorias
independentes e que E(X) =35, V(X) =2, E(Y) =8 ¢ V(Y) =3,

Calcule:
a) E(X-Y+3)
b) E[(X-Y)]
¢) V(X-173Y)
d) VEY+2)

e) V(22X + Y) admitindo-se que X e Y nao sao

independentes e p,,= 0,7



Solucao:

a) E(X—-Y+3)
E(XX-Y+3)=EX) - E(Y) +E(3)
=5-8+3
EXX-Y+3)=0
b) E/(X-Y)’]
E[(X - Y)!] = E[X? - 2XY + V?]
= E(X?) — 2E(XY) + E(Y?)

mas, sabe-se que:



V(X) = E(X?) — [E(X)]? Entio,
E(X?) =2+ [5]?> = 27
Analogamente,

E(Y?) =3+ [8]* = 67

Sendo X e Y va independentes, E(XY) = E(X)E(Y),

entao
E(XY)=5%8 =140 Assim, tem-se
EX-Y)?=27-2x40+67 = 14

EX-Y)? =14



1
JR% <X — §Y> Admitindo que X e Y sao va independentes,

tem-se:

1Y = V(X 1I/Y
¥ 1Y 5 3 1 7

d) V(3Y +2)
V(3Y +2) =9V(Y) = 9 3
V(3Y +2) = 27



e) V(2X + Y) admitindo-se que X e Y nao sao independentes
e Oyy=10,7

V(2X+Y)=4V(X)+V(Y) + 4cov(X,Y)

Sabe-se que

B Cov(X,Y)
T eV

= Cov(X,Y) = pyy */VXOV(Y)

Cov(X,Y)=0,7+«v2+«3 = (Cov(X,Y)=171

V2X+Y)=4+2+3+4x1,71
V(2X +Y) = 17,84



FIM DO CAPITULO 1



